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2.3       ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ
             ΑΡΙΘΜΩΝ ΜΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  242 – 243 

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  Αν ημ2ω = 
[image: image1.wmf]3

5

   τότε   συν2ω = 
[image: image2.wmf]2

5

                            (Σ)
β)  Αν συνω = 0  τότε δεν ορίζεται η  εφω                   (Σ)
γ)  Για κάθε γωνία ω ισχύει  ημ2ω = συν2ω
[image: image3.wmf]1

-

             (Λ)
δ)  Αν ημω = 
[image: image4.wmf]5

13

 και  συνω = 
[image: image5.wmf]12

13

   τότε  εφω = 
[image: image6.wmf]5

12

     (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)  Ναι διότι  ημ2ω + συν2ω = 1,  πρόταση   (Σ)
β)  Ναι διότι  εφω = 
[image: image7.wmf]ημω

συνω

,   πρόταση    (Σ)
γ)  Όχι διότι  ημ2ω = 1
[image: image8.wmf]-

συν2ω,   πρόταση   (Λ)
δ) Ναι διότι  εφω = 
[image: image9.wmf]ημω

συνω

 ,  πρόταση   (Σ)
2.

Ο Στέφανος ισχυρίζεται ότι δεν υπάρχει γωνία  ω  τέτοια ώστε  ημω = 0  και 
συνω = 0.  Έχει δίκαιο;  Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας. 

Προτεινόμενη λύση 

Ναι έχει δίκιο διότι  ημ2ω + συν2ω = 1
3.

Να συμπληρώσετε τα κενά  στα παρακάτω προτάσεις 

α) Αν ημω = 1  τότε  συνω = 0
β) Αν ημω = 0  τότε  συνω = 1  ή  συνω = 
[image: image10.wmf]-

1
Προτεινόμενη λύση 

Από τη σχέση  ημ2ω + συν2ω = 1 διαπιστώνουμε ότι 
α) αν ημω = 1 τότε συν2ω = 0 άρα συνω = 0 

β) αν ημω = 0 τότε συν2ω = 1 άρα συνω = 1 ή συνω = 
[image: image11.wmf]-

1

4.

Να επιλέξετε την σωστή απάντηση .  Αν ημω = 
[image: image12.wmf]3

5

 , τότε το συνω είναι ίσο με 
α) 
[image: image13.wmf]2

5

                 β) 
[image: image14.wmf]4

5

                γ) 
[image: image15.wmf]2

5

 ή 
[image: image16.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image17.wmf]2

5

              δ) 
[image: image18.wmf]4

5

 ή 
[image: image19.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image20.wmf]4

5


Προτεινόμενη λύση 

Αν  ημω = 
[image: image21.wmf]3

5

,  η σχέση   ημ2ω + συν2ω = 1 γίνεται  
                                        
[image: image22.wmf]2

3

5

æö

ç÷

èø

+ συν2ω = 1   άρα   συν2ω = 1
[image: image23.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image24.wmf]9

25

 = 
[image: image25.wmf]16

25


                                                                                συνω =  
[image: image26.wmf]4

5

  ή  
[image: image27.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]4

5

  σωστό το (δ)      

Ασκήσεις 

1.

Αν για την οξεία γωνία ω ισχύει  ημω =
[image: image29.wmf]5

13

 ,  τότε να υπολογίσετε τους άλλους 
τριγωνομετρικούς αριθμούς  της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 

συν2ω = 1
[image: image30.wmf]-

ημ2ω  = 1
[image: image31.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image32.wmf]2

5

13

æö

ç÷

èø

= 1
[image: image33.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]25

169

 = 
[image: image35.wmf]144

169

 

Άρα   συνω =
[image: image36.wmf]12

13

   ή   συνω = 
[image: image37.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]12

13


Και επειδή η γωνία ω είναι οξεία, θα είναι  συνω = 
[image: image39.wmf]12

13

 

εφω = 
[image: image40.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image41.wmf]5

13

12

13

= 
[image: image42.wmf]5

12


2.

 Αν για την αμβλεία  γωνία ω ισχύει συνω = 
[image: image43.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.wmf]1

3

 ,  τότε να υπολογίσετε τους άλλους

τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 
ημ2ω  =  1
[image: image45.wmf]-

συν2ω = 1
[image: image46.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]2

1

3

æö

-

ç÷

èø

 = 1
[image: image48.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]1

9

 = 
[image: image50.wmf]8

9

 
Και επειδή η γωνία ω είναι αμβλεία,  θα είναι  ημω = 
[image: image51.wmf]8

3

 
εφω = 
[image: image52.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image53.wmf]8

3

1

3

-

= 
[image: image54.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image55.wmf]8


3.

Αν για την οξεία γωνία ω ισχύει  εφω =
[image: image56.wmf]3

4

 , τότε να υπολογίσετε τους άλλους

τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 

εφω =
[image: image57.wmf]3

4

   άρα    
[image: image58.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image59.wmf]3

4

  άρα   ημω = 
[image: image60.wmf]3

4

συνω    (1) 

Η σχέση   ημ2ω + συν2ω = 1   γίνεται   
[image: image61.wmf]9

16

συν2ω + συν2ω = 1 ή 
                                                               συν2ω = 
[image: image62.wmf]16

25


                                                               συνω = 
[image: image63.wmf]4

5

  ή  συνω = 
[image: image64.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]4

5

 

Και επειδή η γωνία ω είναι οξεία, θα είναι  συνω = 
[image: image66.wmf]4

5

 
Η   (1)  δίνει   ημω = 
[image: image67.wmf]3

4

(
[image: image68.wmf]4

5

= 
[image: image69.wmf]3

5


4.

Αν για την αμβλεία  γωνία ω ισχύει  ημω = 
[image: image70.wmf]4

5

 ,  τότε να υπολογίσετε την παράσταση 

Α =
[image: image71.wmf]1

3

ημω + 
[image: image72.wmf]2

3

συνω
[image: image73.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image74.wmf]1

10

εφω.
Προτεινόμενη λύση 

Δουλεύοντας όπως στη άσκηση  (1)  και λαμβάνοντας υπ’  όψη ότι 

συνω < 0  και εφω < 0   βρίσκουμε ότι  συνω = 
[image: image75.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image76.wmf]3

5

  και  εφω = 
[image: image77.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image78.wmf]4

3


Άρα   Α = 
[image: image79.wmf]1

3

(
[image: image80.wmf]4

5

 +
[image: image81.wmf]2

3



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image82.wmf]3

5

æö

-

ç÷

èø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image83.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image84.wmf]1

10


[image: image85.wmf]4

3

æö

-

ç÷

èø

= …= 0
5.

Να αποδείξετε ότι 

α) ημ3ω + ημω συν2ω = ημω             β) συν2ω
[image: image86.wmf]-

συν4ω = ημ2ωσυν2ω 

Προτεινόμενη λύση 

α)  ημ3ω + ημω συν2ω  =  ημω(ημ2ω + συν2ω ) = ημω(1 = ημω            
β)  συν2ω
[image: image87.wmf]-

συν4ω = συν2ω(1
[image: image88.wmf]-

συν2ω) = συν2ω ημ2ω

6.

Αν  x = 3συνω  και  y = 3ημω,  τότε να αποδείξτε ότι 
α) xσυνω + yημω = 3         β) x2 + y2 = 9

Προτεινόμενη λύση 

α)  

xσυνω + yημω  =  3συνω(συνω + 3ημω(ημω = 

                               =  3 συν2ω + 3ημ2ω  = 

                               =  3(ημ2ω + συν2ω) = 

                               = 3(1 =  3
β) 
x2 + y2  =  (3συνω) 2 + (3ημω )2 =
            =  9συν2ω + 9ημ2ω  = 

            =  9(ημ2ω + συν2ω)  = 

            = 9(1 = 9
7.

Να αποδείξετε ότι 

α) συν2α 
[image: image89.wmf]-

 ημ2α  = 2συν2α
[image: image90.wmf]-

1               β) ημ2ασυν2β + ημ2αημ2β + συν2α  = 1 

Προτεινόμενη λύση 

α) 
συν2α 
[image: image91.wmf]-

 ημ2α  = συν2α 
[image: image92.wmf]-

(1
[image: image93.wmf]-

 συν2α) = 
                        = συν2α 
[image: image94.wmf]-

1 +συν2α  = 

                        = 2συν2α
[image: image95.wmf]-

1   

β) 
ημ2ασυν2β + ημ2αημ2β + συν2α  = ημ2α(συν2β + ημ2β) + συν2α =      

                                                    = ημ2α (1 + συν2α = 
                                                    = ημ2α + συν2α  = 1   

8.

Να αποδείξετε ότι 

α)  (ημω + συνω) 2 + (ημω – συνω) 2 = 2

β)  (α ημω + βσυνω) 2 + (βημω – ασυνω) 2 = α2 + β2 

Προτεινόμενη λύση 

α) 
(ημω + συνω) 2 + (ημω – συνω) 2 =

= ημ2ω + 2ημω συνω + συν2ω + ημ2ω 
[image: image96.wmf]-

2ημωσυνω + συν2ω =

= 2ημ2ω + 2συν2ω  =

= 2 (ημ2ω + συν2ω)  =

= 2(1 = 2

β) 
(α ημω + βσυνω) 2 + (βημω – ασυνω) 2 =

= α2ημ2ω + 2αβημω συνω + β2συν2ω + β2 ημ2ω 
[image: image97.wmf]-

2αβημωσυνω + α2συν2ω =

= α2ημ2ω + β2συν2ω + β2 ημ2ω + α2συν2ω =

= (α2 + β2) ημ2ω + (α2 + β2 ) συν2ω =

= (α2 + β2)(ημ2ω + συν2ω) = (α2 + β2)(1 =

= α2 + β2
9.

Να αποδείξετε ότι 

α) συν2xεφ2x + συν2x = 1                     β) 
[image: image98.wmf]ημx + συνx

 = 

συνx

1 + 

εφx


Προτεινόμενη λύση 

α) 
συν2xεφ2x + συν2x = συν2x (
[image: image99.wmf]2

2

ημx

συνx

 + συν2x  = ημ2x + συν2x = 1 
β) 

[image: image100.wmf]ημx + συνx

1 + 

εφx

 = 
[image: image101.wmf]ημx + συνx

ημx

1 + 

συνx

= 
[image: image102.wmf]ημx + συνx

συνx + ημx

συνx

=  
[image: image103.wmf]συνx(ημx + συνx)

συνx + ημx

 =  συνx 

10.

Να αποδείξετε ότι 

α) 
[image: image104.wmf]2

συνx

1 + 

ημx

 = 1– ημx                   β) εφx + 
[image: image105.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 
[image: image106.wmf]1

συνx


Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image107.wmf]2

συνx

1 + 

ημx

 =
[image: image108.wmf]2

1

ημx

1 + 

ημx

-

 = 
[image: image109.wmf](1

ημx)(1 + ημx)

1 + 

ημx

-

= 1– ημx                             
β)  
εφx + 
[image: image110.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 
[image: image111.wmf]ημx

συνx

 + 
[image: image112.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 

                         = 
[image: image113.wmf]ημx(1 + ημx)

συνx(1 + ημx)

 + 
[image: image114.wmf]2

συνx

συνx(1 + ημx)

 = 
                         = 
[image: image115.wmf]2

ημx(1 + ημx)+ συνx

συνx(1 + ημx)

 = 

                         = 
[image: image116.wmf]22

ημx + ημx + συνx

συνx(1 + ημx)

= 

                         =
[image: image117.wmf]ημx + 1

συνx(1 + ημx)

=
[image: image118.wmf]1

συνx

 

11.

Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α)  ημ50ο ημ130ο – συν50ο συν130ο 

β)  ημ214ο  + ημ2114ο + συν2 166ο + συν266ο 

Προτεινόμενη λύση 

α) 
Επειδή   50ο + 130ο = 180ο ,  θα είναι   ημ130ο = ημ50ο 
                                                     και    συν130ο = – συν50ο  
Οπότε   ημ50ο ημ130ο – συν50ο συν130ο  =  ημ50ο ημ50ο – συν50ο (–συν50ο ) =

                                                                  =  ημ250ο + συν2 50ο = 

                                                                  = 1 
β) 
Επειδή   166ο + 14ο = 180ο ,  θα είναι   ημ166ο = ημ14ο 

                                                      και   συν166ο = – συν14ο
Επίσης   114ο + 66ο = 180ο ,  θα είναι   ημ114ο = ημ66ο
Οπότε     ημ214ο  + ημ2114ο + συν2 166ο + συν266ο  =
                =  ημ214ο  + (ημ66ο)2 + (– συν14ο)2 + συν266ο  =
                = ημ214ο  + ημ266ο + συν214ο + συν266ο  =
                = (ημ214ο + συν214ο ) + (ημ266ο + συν266ο ) = 1 + 1 = 2
12.
Να αποδείξετε ότι 

α) εφ70ο συν70ο – εφ110ο συν110ο = 0 

β) εφ240ο συν240ο + συν2140ο = 1

Προτεινόμενη λύση 

α) 
70ο + 110ο = 180ο   άρα  ημ110ο = ημ70ο    (1)
εφ70ο συν70ο – εφ110ο συν110ο  = 
[image: image119.wmf]ο

ο

ημ70

συν70

συν70ο –
[image: image120.wmf]ο

ο

ημ110

συν110

συν110ο = 
                                                     = ημ70ο – ημ110ο  
[image: image121.wmf](1)

=

 0 

β) 
140ο + 40ο = 180ο    άρα  συν140ο = – συν40ο     (2)
εφ240ο συν240ο + συν2140ο = 
[image: image122.wmf]2

ο

2

ο

ημ40

συν40

συν240ο + συν2140ο =

                                            = ημ240ο + συν2140ο  
[image: image123.wmf](2)

=

 
                                            = ημ240ο + (– συν40ο)2 = 

                                            =  ημ240ο + συν240ο  =  1
13.

Αν είναι  α = 30ο  και  β = 60ο,  τότε να αποδείξετε ότι 

ημ2x ημαημβ + συν2xσυνασυνβ = 
[image: image124.wmf]3

4


Προτεινόμενη λύση 

ημ2x ημαημβ + συν2xσυνασυνβ  =  ημ2x ημ30οημ60ο + συν2xσυν30οσυν60ο = 
                                             =  (ημ2x) (
[image: image125.wmf]1

2

(
[image: image126.wmf]3

2

  + (συν2x) (
[image: image127.wmf]3

2

 (
[image: image128.wmf]1

2


                                                    = 
[image: image129.wmf]3

4

(ημ2x + συν2x) = 

                                                    = 
[image: image130.wmf]3

4

(1  =  
[image: image131.wmf]3

4


                                        Μαθηματικό  αίνιγμα 

14.

Είναι γωνία όχι οξεία. 

Hμίτονο έχει τον αριθμό  
[image: image132.wmf]λ + 1

λ + 2

  και  συνημίτονο έχει τον αριθμό  
[image: image133.wmf]λ 

λ + 2


Ποια γωνία είναι ; 

Αν ω είναι η ζητούμενη γωνία τότε  ημω = 
[image: image134.wmf]λ + 1

λ + 2

  και  συνω = 
[image: image135.wmf]λ 

λ + 2

 

Oπότε η σχέση   ημ2ω + συν2ω =1 γίνεται    
[image: image136.wmf]2

λ + 1

λ + 2

æö

ç÷

èø

+ 
[image: image137.wmf]2

λ 

λ + 2

æö

ç÷

èø

= 1  
                                                                       
[image: image138.wmf]2

2

λ + 2λ + 1

λ + 4λ + 4

 + 
[image: image139.wmf]2

2

λ 

λ + 4λ + 4

= 1 
                                                                        λ2 + 2λ + 1+ λ2 = λ2 + 4λ + 4 
                                                                        λ2 – 2λ –3 = 0  
Δ = (–2)2 – 4 . 1. (–3) = 4 + 12 = 16 
Ρίζες    
[image: image140.wmf]1,2

l

 = 
[image: image141.wmf]216

2

±

 = 
[image: image142.wmf]24

2

±

 = 3  ή  – 1 

[image: image143.wmf]·

    Για  λ = 3,   είναι   συνω = 
[image: image144.wmf]λ 

λ + 2

 = 
[image: image145.wmf]3 

3 + 2

 = 
[image: image146.wmf]3

5

 > 0  άτοπο,  

       αφού ω  όχι οξεία,  δηλαδή  συνω  ≤ 0.

[image: image147.wmf]·

    Για  λ = – 1,   είναι   συνω = 
[image: image148.wmf]λ 

λ + 2

 = 
[image: image149.wmf]1 

1+ 2

-

-

 = – 1   

                              και      ημω = 
[image: image150.wmf]λ + 1

λ + 2

 =  
[image: image151.wmf]11

12

-+

-+

 = 
[image: image152.wmf]0

1

 = 0

       Οπότε   ω = 180ο 
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